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Exercice : ( 8 points)
1. On considere la fonction ¢ définie par p(z) = arccos(cos(2z)).
(a) Déterminer le domaine de définition D, de .
(b) Etudier la parité et la périodicité de ¢.

s
(¢) Montrer que la droite A : z = 5 est un axe de symétrie.

(d) Simplifier expression de ¢(z) pour z € [0, %]

(e) Déduire la représentation graphique de ¢ sur D,.
2
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2. On considere la fonction f définie par f(z) = arccos ( g ;)

a) Déterminer le domaine de définition Dy de f.

(

(b) Etudier la parité de f.

(c) Pour tout t € ] - g, g [, montrer que f(tan(t)) = ¢(t).

(d) Exprimer alors pour tout « € Dy, f(x) & 'aide de ¢ et arctan.
(e) Déduire de ce qui précéde les variations de f sur Dy.

(f) Dresser le tableau de variation de f en précisant ses limites en +00 et en —oo.

Probléme : ( 12 points)

Pour tout n € N, on définit la fonction T;, par : T,(z) = cos(n arccos(x)). Les fonctions 7}, sonf
appelées les polynomes de T'chebychev.

Partie 1
1. Déterminer le domaine de définition D de T,.
2. Pour tout z € D, calculer To(z), Ti(z) et Tr(z).
3. (a) Montrer que pour tout x € [—1, 1], arccos(z) + arccos(—z) = .
(b) Etudier en fonction de n la parité de T5,.
4. (a) Montrer que pour tout 0 € [—m, 7], T,(cos ) = cos(nd).
(b) Déduire alors que pour tout § € R, T),(cos §) = cos(nd).



5. (a) Montrer que pour tout € D et n € N, la relation suivante :

Trio(z) + Tp(z) = 22T 11(x)

(Ind. Utiliser cosa + cosb = 2 cos (a ; b) cos (a ; b))

(b) Soit § € R. Exprimer alors cos(36) en fonction de cos(6).
Partie 11

1. On considére I’équation différentielle

(Eo): (1 — 2%y (z) —zy/(x) =0, Vze[-1,1]

ou y: [-1,1] — R est la fonction inconnue.
Déterminer 'unique solution de I'équation différentielle (Ep) vérifiant y(0) =1 et
y (0) = 0. (Ind. Poser pour tout z € [—1,1], 2(z) = ¥ (z))

2. On définit, pour tout n € N*, 'équation différentielle

(Ep) : (1= 2?)y" (2) — zy/(z) + ny(z) =0, Vzel[-1,1]

(a) On pose pour tout 6 € [0, 7], la fonction z(6) = y(cos(6)).
Montrer que y est une solution de 'équation différentielle (F,,) si et seulement si z
est une solution de 1'équation différentielle

() : 2" (6) +n%2(0) =0, V8 €|[0,n].

(b) Trouver les solutions réelles de 'équation différentielle (F7,).

(¢) Déterminer alors les solutions générales de 'équation différentielle (£,).

(d) Déduire que pour tout n € N*, la fonction 7;, est 'unique solution de I’équation
différentielle (E,) vérifiant :

y(cos(zi;;)) ~0et y'(cos(-z%)) A 557(1;1"‘5

Bon travail





